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摘要 

计算周期的非正弦电压、电流波的功率，通常可以将电压和电流信号分解成各次谐波，然后

按正弦信号的方法，分别计算各次谐波的无功功率，相加后即得到周期非正弦信号的无功功率。

计算正弦信号的无功功率时，可以把电压信号 ( )u t 作 90− 相移后，用计算有功功率的方法来计算

无功功率。通过有功功率和无功功率的关系，可以使无功功率的计算方法变得简单。希尔伯特变

换可以将电压信号 ( )u t 相移 90− ，这一方法现在已经广泛地应用于实际信号的无功功率测量。在

实际的测量中，由于大多采用数字计算，需要将信号离散化。因此，分析计算时应该对 ( )u t 作离

散希尔伯特变换，相应地Q计算也必须离散化。根据希尔伯特变换和离散功率的计算方法，可以

设计出 MATLAB 的实验程序。利用上述程序，验证了该算法可以应用于实际的周期有限谐波信

号的无功功率计算。同时，可以分析产生计算误差的主要原因和希尔伯特变换的截断处理对算法

精度的影响。 

 

关键词：周期的非正弦信号，无功功率，希尔伯特变换，离散化 
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Abstract 

To compute the power of non-sinusoid periodical voltage and current signals, we often decompose 

them into harmonics. By computing the reactive power of each sinusoidal harmonic separately and 

adding them together, we can easily acquire the reactive power of the original periodical non-sinusoid 

signals. When considering the reactive power of periodical non-sinusoid signals, we can replace the 

reactive power with active power after we shift the phase of the voltage signal ( )u t  by 90− . In this 

way, the method of computing reactive power can be simplified. Voltage signal ( )u t  can be shifted by 

90−  through Hilbert transformation and it is widely used in practice. Because we often choose digital 

computing in practical measurement, the voltage and current signals must be discretized. Accordingly, 

the Hilbert transformation of ( )u t  and the computing of reactive power Q must be discretized. 

MATLAB experiment based on what is stated above can be programmed and the experimental results 

show that designed algorithm is correct and it can be applied to actual reactive power measurement of 

non-sinusoid periodical signals. At the same time, we can analyze the main reason of computing error 

and the influence by section process in Hilbert transformation. 

 

Key words： periodical non-sinusoid signal , reactive power , Hilbert transformation , discreteness 
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1 绪  论 

1．1  引言 

信号的一个主要用途就是传输能量，因此研究其功率具有非常重要的意义。对于普通的正弦

电压和电流信号，其有功功率和无功功率的计算方法已经相当成熟，并且在电路原理课程中已经

阐述得很详细了。而对于非正弦电压和电流信号的功率，目前还没有论文发表。 

非正弦信号功率的测量是复杂的。本课题主要研究一种特殊的非正弦信号，即周期非正弦信

号的无功功率测量，以及可以应用于实际测量的算法程序。 

1．2  本文的主要结构和内容提要 

电压和电流都可以表示成正弦形式的信号简称为正弦信号。第 2 章中主要讨论了正弦信号的

功率，同时引出了有功功率和无功功率的概念。实际中使用的电压或电流信号可能不是正弦形式

的，在这种情况下，就不能使用正弦信号的方法直接计算功率。非正弦信号的功率测量通常是复

杂的，第 3 章中研究了一种特殊的非正弦信号，即周期的非正弦信号。这种信号电压和电流波有

相同的周期T ，且只带有有限谐波成分。这时，可以利用傅里叶级数的分解方法，把周期的非正

弦信号分解为有限次的谐波，然后再分别计算各次谐波的无功功率，相加后即得到原信号的无功

功率。这种周期的非正弦信号，在实际的功率测量中是经常遇到的，例如电能计算和数字电路的

耗散功率计算等，因此研究其功率的测量方法具有实际意义。而第 4 章则进一步在离散的时域内

讨论周期非正弦信号的无功功率，将无功功率的计算扩展到离散的情况，更加符合实际的测量。 

第 5 章根据给出的算法，使用 MATLAB 设计实验程序，实际实现无功功率测量的算法。第 6

章设计了一组已知谐波成分的，周期的非正弦电压和电流波，测量其无功功率，验证实验程序可

以应用于实际的无功功率测量中，同时还对测量结果作了精度分析。 

该课题在以下限定条件下研究：首先，假设信号采样的间隔时间，可以将周期T 等分，即不

考虑因计算机（例如使用微处理器）字长问题，或信号在测量过程中谐波成分的变化等原因而不

能将周期T 等分的情况。其次，文中不涉及实时的无功功率测量问题，分析使用的是等间隔采样

得到的离散信号值。 
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2  正弦信号的无功功率 

2．1  无功功率的定义 

本章主要讨论稳态正弦信号的功率计算问题。正弦波的一个主要用途是传输能量，因此，在

正弦稳态分析中，功率是很重要的概念。正弦稳态时的功率是随时间变化的，但通常我们感兴趣

的并不是它的瞬时值，而是它的平均值，即电路中消耗功率的平均值。这样，我们就引入了有功

功率、无功功率以及视在功率的概念。 

 
 
 

如图 2-1，是电压 ( )u t 和电流 ( )i t 的相量表示形式，ϕ为电压信号和电流信号的相位差，它

们有相同的周期T  。设U 为电压 ( )u t 的有效值， I 为电流 ( )i t 的有效值。我们把电压 ( )u t 和电

流 ( )i t 的同相分量的乘积称为有功功率，也称为平均功率，记作 P ，单位为瓦特（watt）。显然有 

cosP UI ϕ=  

同理，利用公式也可以很容易的得出有功功率的表达式。如图 2-2，单口网络 N 由电源 G 供

电，按图中所设电压及电流的参考方向，当瞬时功率 p ui= 为正值时，能量系流入 N。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
若端钮上正弦电压和电流分别为 

( ) cos( )mu t U tω ϕ= +  

( ) cosmi t I tω=  

则网络 N 所吸收的瞬时功率为 

图 2-1  正弦形式的电压和电流相位图 

ϕ
( )u t

( )i t

电源 
 G 

( )i t

单口网络 
N ( )p t( )u t

+

-

图 2-2  单口网络 N 的功率 

（2-1） 

（2-2）
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( ) ( ) ( ) cos( ) cosm mp t u t i t U I t tω ϕ ω= = +  

根据三角公式
1cos cos [cos( ) cos( )]
2

x y x y x y= + + − ，上式可写为 

1( ) [cos(2 ) cos ]
2

m mp t U I tω ϕ ϕ= + +  

该式中的前一项为正弦项，角频率为 2ω，它在一个循环内的平均值为零。所以，其平均功

率显然为 ( )p t 表示式中的常数项，即
1 cos cos
2

m mP U I UIϕ ϕ= = ，恰好为有功功率。 

有功功率表示设备从电源上吸收的功率。当ϕ为零时，有功功率 P 大，其值为UI 。此即

相当于纯电阻的情况。当ϕ不为零时，意味着阻抗有电抗分量，因而在每一循环中功率有为负值

的部分。当ϕ大于90 时，有功功率 P 为负值，说明该设备向外提供能量。特殊的，当 90ϕ = ±

时，有功功率 P 为零，设备不消耗能量。 

类似的，我们把电压 ( )u t 和电流 ( )i t 的正交分量的乘积称为无功功率，记作Q ，单位为乏

（var）。显然有 

sinQ UI ϕ=  

同样，利用公式也可以很容易的得出无功功率的表达式，在前面的瞬时功率 ( )p t 的表达式

（2-3）中，我们只对常数项 cosUI ϕ进行了分析，而未对式中的第一项，即以角频率 2ω交变的

功率分量作进一步的讨论。利用三角公式 cos( ) cos cos sin sinx y x y x y+ = − ，可以将该交变分

量展开为两项，即 

cos(2 ) cos cos 2 sin 2UI t UI t UI sin tω ϕ ϕ ω ϕ ω+ = −  

于是，瞬时功率 ( )p t 可写作 

( ) cos (1 cos 2 ) sin 2p t UI t UI sin tϕ ω ϕ ω= + −  

其中，第一个分量为非负的，其平均值为 cosUI ϕ，这一分量显然是电阻所消耗的有功功率。

第二个分量则以角频率 2ω在横轴上下波动，其平均值为零，振幅为 sinUI ϕ，这一分量表明电

源与阻抗间存在着能量往返的情况，也就是无功功率。 

无功功率表示电源与阻抗的电抗分量间存在着能量往返的情况，无功功率的大小反映的电源

参与贮能交换的程度。因为有部分能量往返于电源和设备之间，所以在实际应用中，我们可以在

电感性负载中增添电容元件，或者在电容性负载中增添电感元件，以减少电源给予负载的无功功

率。 

在电工技术中，把UI 或
1
2

m mU I 称为视在功率，记作 S ，单位为伏安（V Ai ），有 

1
2

m mS U I UI= =  

很容易得出，视在功率与有功功率、无功功率存在着以下的关系 

（2-5）

（2-3）

（2-4）

（2-6）

（2-7）



 
 

 
 

 

共 29 页   第 4 页 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 
┊ 

┊ 

装 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

订 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

线 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

2 2S P Q= +  

因此，正弦交流电路中，有功功率 P 一般不等于UI ，只有在纯电阻的情况下才相等。有功

功率一般是小于视在功率的，也就是说要在视在功率上打一个折扣才能等于有功功率。这个折扣

就是 cosϕ，称为功率因数，用符号λ表示，即 

cosP
S

λ ϕ= =  

视在功率可以反映设备的容量。以发电机为例，发电机是按照一定的额定电压和额定电流值

来设计和使用的，在使用时，如果电压、电流超过额定值，发电机就可能遭到损坏。因此，电气

设备都是用额定视在功率来表示它的容量的，至于一个发电机对负载能提供多大的平均功率，则

还要看负载的λ是多大而定。 

由公式（2-7）可知，如果已知信号的有功功率，就可以计算出信号的无功功率。同理，如果

已知信号的无功功率，就可以计算出信号的有功功率。因此，在第 3 章中我们仅分析信号无功功

率的测量方法。 

2．2  正弦信号的功率表达式 

我们先来考虑只有一个谐波成分的特殊情况。当电压和电流的波形都是按正弦规律变化的，

则该信号为正弦信号。例如市用的 220V 交流电信号。对于理想的正弦信号，我们可以利用一般

的三角变换的方法来计算其无功功率。 

假设正弦电压和电流信号的瞬时值可以分别表示为 

( ) sin( )u t a tω ϕ= +  

( ) sin( )i t b tω θ= +  

其中，a 和b 分别为电压和电流的峰值，ϕ和θ 分别为电压和电流的初相角，ω为角频率。此时，

信号的瞬时功率为 

( ) ( ) ( ) sin( )sin( )p t u t i t ab t tω ϕ ω θ= = + +  

再利用三角变换公式
1sin sin [cos( ) cos( )]
2

x y x y x y= − − + ，可得 

1( ) [cos( ) cos(2 )]
2

p t ab tϕ θ ω ϕ θ= − − + +  

该式中的第二项为正弦项，角频率为 2ω，它在一个循环内的平均值为零。所以，其平均功

率显然为 ( )p t 表示式中的常数项，即
1 cos( )
2

ab ϕ θ− 。 

所以，正弦信号的有功功率为 

1 cos( )
2

P ab ϕ θ= −  

对 公 式 （ 2-10 ） 中 的 第 二 项 正 弦 项 ， 利 用 三 角 变 换 公 式 进 行 分 解 ， 由 公 式

cos( ) cos cos sin sinx y x y x y+ = − ，可得 

（2-8）

（2-9） 

（2-11） 

（2-10）
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1 cos(2 )
2

ab tω ϕ θ+ +  

     
1 1cos 2( ) cos( ) sin 2( )sin( )
2 2

ab t ab tω θ ϕ θ ω θ ϕ θ= + − − + −  

于是，瞬时功率 ( )p t 可写作 

1( ) cos( )[1 cos 2( )]
2

p t ab tϕ θ ω θ= − − +  

  
1 sin( )sin 2( )
2

ab tϕ θ ω θ+ − +  

由表达式（2-12）可知，瞬时功率 ( )p t 的第一个分量为非负的，其平均值为
1 cos( )
2

ab ϕ θ− ，

这一分量显然是电阻所消耗的有功功率。第二个分量则以角频率 2ω在横轴上下波动，其平均值

为零，振幅为
1 sin( )
2

ab ϕ θ− 。 

所以，信号的无功功率为 

1 sin( )
2

Q ab ϕ θ= −  

这样，就可以计算出电压和电流信号为正弦形式时的无功功率，也就是只有一次谐波成分的

电压和电流信号的无功功率。 

我们知道，有功功率和无功功率分别反映设备从电源上吸收的能量和往返于电源与设备之间

的能量。那么，它们之间存在什么关系呢？无功功率的计算能否转化成有功功率的计算呢？ 

2．3  有功功率和无功功率的关系 

我们观察有功功率的计算公式（2-11）和无功功率的计算公式（2-13）发现，它们分别为
1
2

ab

的余弦分量和正弦分量。由三角公式 cos( 90 ) sinx x− = 可知，只要将信号相移 90− ，计算出的

有功功率就是原信号的无功功率。下面给出证明： 

①首先，将电压信号 ( ) sin( )u t a tω ϕ= + 作
2
π

− 相移，信号的初相角由原来的ϕ变为
2
πϕ − ，

即把原来的电压信号 ( )u t 变为滞后
2
π

的电压信号： 

( ) sin( )
2

u t a t πω ϕ′ = + −  

②把电压信号 ( )u t′ 和电流信号 ( )i t 的参数分别代入 2．2 节的公式（2-11）中，可以计算出

信号的有功功率： 

（2-13） 

（2-12） 

（2-14）
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1 cos( )
2 2

P ab πϕ θ′ = − −  

③由三角公式可知，
1 1cos( ) sin( )
2 2 2

ab abπϕ θ ϕ θ− − = − ，而
1 sin( )
2

ab ϕ θ− 恰好就是原

电压信号 ( )u t 和电流信号 ( )i t 的无功功率，即有 

P Q′ =  

所以，得到了无功功率的另一种计算方法：即计算正弦信号的无功功率时，可以把 ( )u t 作
2
π

−

相移后，来计算有功功率，得到有功功率也就是原信号的无功功率。这种计算方法，在后面的多

次谐波的功率计算中仍然适用。 
 

（2-15）

（2-16）
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3  周期非正弦信号的无功功率 

3．1  周期非正弦信号的概念 

如果时变电压和电流的每个瞬时值在经过相等的时间后重复出现，则这种电压和电流便是周

期性的，称为周期电压和电流。周期电压或电流应该满足： 

( ) ( )u t u t kT= +  

( ) ( )i t i t kT= +  

其中，k 为任意正整数。这就是说，在时刻 t 和时刻 t kT+ 的瞬时值是相等的，对于所有的 t
都是如此。T 称为周期，是波形函数再次重复出现所需的 短时间间隔。 

在上一章中，我们讨论了正弦信号的无功功率。然而，实际的电压或电流信号可能不是正弦

形式的。比如，220V 的交流电在传输过程中可能受到干扰，使信号的波形产生畸变。在这种情

况下，就不能使用正弦信号的方法直接计算无功功率。 

非正弦信号的功率测量是复杂的，这里只研究一种特殊的非正弦信号，即电压和电流波有相

同的周期T 的非正弦信号。这种信号可以分解为各次谐波成分（在 3．2 节中介绍），周期非正弦

信号在实际的功率测量中是经常遇到的，例如脉冲信号、方波信号、三角波信号等。因此研究其

功率的测量方法具有实际的意义。 

3．2  周期非正弦信号的分解 

1882 年，法国工程师傅里叶指出，一个任意的周期函数 ( )x t 都可以分解为无穷多个不同频

率正弦信号的和，也就是傅里叶级数。所以，周期的非正弦信号可以分解成各次谐波信号的和的

形式。 

对周期的非正弦信号的分解，相当于一束太阳光通过一个玻璃三棱镜后可以分解成不同颜色

的光。傅里叶分析方法相当于光谱分析中的三棱镜，而信号 ( )x t 相当于一束白光，将 ( )x t 通过傅

里叶分析后可得到信号的各次谐波，各次谐波作傅里叶反变换后又可得到原信号 ( )x t 。 

按照傅里叶级数的定义，周期函数 ( )x t 可由三角函数的线性组合来表示。若 ( )x t 的周期为

1T ，角频率为 1
1

2
T
πω = ，频率为 1

1

1f
T

= ，则傅里叶级数展开表达式为 

0 1 1 1 1 2 1( ) cos( ) sin( ) cos(2 )x t a a t b t a tω ω ω= + + +  

     2 1 1 1sin(2 ) cos( ) sin( )n nb t a n t b n tω ω ω+ + + + +  

0 1 1
1
[ cos( ) sin( )]n n

n
a a n t b n tω ω

∞

=

= + +∑  

式中 n 为正整数，各次谐波成分的幅度值按以下各式计算： 

直流分量： 

1
0

01

1 ( )
T

a x t dt
T

= ∫  

（3-1）
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余弦分量的幅度： 

1
1

01

2 ( ) cos( )
T

na x t n t dt
T

ω= ∫  

正弦分量的幅度： 

1
1

01

2 ( )sin( )
T

nb x t n t dt
T

ω= ∫  

若（3-1）式中同频率项加以合并，就可以写成另一种形式： 

0 1
1

( ) sin( )n n
n

x t c c n tω ϕ
∞

=

= + +∑  

其中， 0 0c a= ，
2 2

n n nc a b= + ， tan n
n

n

a
b

ϕ = 。 

式（3-2）表明，任何周期信号都可以分解成直流分量和许多正弦、余弦分量，这些正弦、余

弦分量的频率必定是基频 1f 的整数倍。通常把频率为 1f 的分量称为基波，其后依次称为二次谐

波、三次谐波等等。显然，直流分量的大小以及基波与各次谐波的幅度、相位取决于周期信号的

波形。 

根据前面的傅里叶分析方法，周期的非正弦信号可以表示为基波与各次谐波和的形式。由于

本课题研究的是只带有有限次谐波成分的周期的非正弦信号，所以电压和电流可以分解为如下的

傅里叶级数 

0
1

( ) sin( )
N

i i i
i

u t a a tω ϕ
=

= + +∑  

0
1

( ) sin( )
N

i i i
i

i t b b tω θ
=

= + +∑  

式中 0iω > 是第 i 次谐波的角频率，且 0i iω ω= （ 0ω 是基波的角频率）， iϕ 和 iθ 分别为电压和电

流第 i 次谐波的初相角。 

然后，再按照正弦信号功率的计算方法，分别计算各次谐波的无功功率，相加后即得到周期

非正弦信号的无功功率。需要指出的是，有关非正弦波的无功功率有许多定义，上述谐波分解计

算功率的方法，只是依据了普遍采用的无功功率的一种定义。 

3．3  周期非正弦信号的功率 

使用谐波分解的方法计算信号功率，从形式上看，似乎没有困难，但实际上并不适合实际测

量，因为计算的工作量太大。 

对于周期的非正弦信号，将电压的各次谐波都相移，然后利用下式计算无功功率： 

0

1 ( ) ( )
T

Q u t i t dt
T

′= ∫  

上式中的 ( )u t′ 是相移 90− 后的电压信号，T 是信号的周期。这样计算无功功率就变得相当

简单，只要把电压信号 ( )u t 的各次谐波都相移 90− ，然后再作一次积分就可以了。而将电压信

（3-2） 

（3-3） 

（3-4） 



 
 

 
 

 

共 29 页   第 9 页 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 
┊ 

┊ 

装 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

订 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

线 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

号的各次谐波都相移 90− 是很方便的，我们会在 3．4 节的希尔伯特变换中讨论。这一方法，现

在已经广泛地应用于实际信号的无功功率测量。 

下面，我们来推导无功功率的这一积分表达式。根据三角变换公式 sin sinx y =  

[ ]1 cos( ) cos( )
2

x y x y− − + ，有 

( ) ( ) sin( ) sin( )
2

u t i t a t b tπω ϕ ω θ′ = + − +  

        cos( ) cos(2 )
2 2 2

ab tπ πϕ θ ω ϕ θ⎡ ⎤= − − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

对 ( ) ( )u t i t′ 在T 内积分再除以T ，就得到周期信号的平均功率，即有功功率 

0 0

1 1( ) ( ) cos( ) cos(2 )
2 2 2

T T abu t i t dt t dt
T T

π πϕ θ ω ϕ θ⎡ ⎤′ = − − − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

 
积分中的①项是常数项，积分前后不发生变化；②项是正弦项，角频率为 2ω，在整个周期

内的平均值为零。所以， 

0

1 ( ) ( ) cos( )
2 2

T abu t i t dt
T

πϕ θ′ = − −∫  

也就是原信号的无功功率值，从而我们可以得到下面的等式： 

0

1 ( ) ( )
T

Q u t i t dt
T

′= ∫  

公式（3-4）的含义是电压相移 90− 后与电流相乘，在一个周期内的平均值即为信号的无功

功率。公式（3-4）在以后的功率测量中非常重要，它也进一步验证了正弦信号的无功功率等于把

( )u t 作
2
π

− 相移后的有功功率。 

下面我们来分析周期非正弦信号无功功率的计算方法。首先，将电压信号 ( )u t 相移
2
π

− 得到： 

1
( ) sin( )

2

N

i i i
i

u t a t πω ϕ
=

′ = + −∑  

则               0
1

( ) ( ) sin( )
2

N

i i i
i

u t i t b a t πω ϕ
=

′ = + −∑  

        
1

sin( ) sin( )
2

N

i i i i i i
i

a b t tπω ϕ ω θ
=

+ + − +∑  

             
1 1,

sin( )sin( )
2

N N

i j i i j j
i j j i

a b t tπω ϕ ω θ
= = ≠

+ + − +∑ ∑  

由于①，③项积分 

① ② 

① 

② 

③ 

（3-5）
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0
1 1,

1 sin( )sin( ) 0
2

N NT
i j i i j j

i j j i
a b t t dt

T
πω ϕ ω θ

= = ≠

+ − + =∑ ∑∫  

所以，信号的无功功率仅由②项决定，有 

0
1

1 sin( )sin( )
2

NT
i i i i i i

i
Q a b t t dt

T
πω ϕ ω θ

=

= + − +∑∫  

0
0

1 sin( ) sin( )
2

N T
i i i i i i

i
a t b t dt

T
πω ϕ ω θ

=

= + − +∑ ∫  

即                         
0

1 ( ) ( )
T

Q u t i t dt
T

′= ∫  

（3-6）式可以用来计算周期非正弦信号的无功功率。这样计算无功功率就变的相当简单，只

要把电压信号 ( )u t 的各次谐波都相移 90− ，然后再作一次积分就可以了。下面，我们讨论将信

号 ( )u t 相移 90− 的方法。 

3．4．1  希尔伯特变换的定义和性质 

给定一连续的时间信号 ( )x t ，其希尔伯特变换 ˆ( )x t 定义为 

1ˆ( ) ( )x t x t
tπ

= ∗  

1 ( ) 1 ( )x x td d
t
τ ττ τ

π τ π τ
∞ ∞

−∞ −∞

−
= =

−∫ ∫  

ˆ( )x t 可以看作是 ( )x t 通过一滤波器的输出，该滤波器的单位冲激响应 ( ) 1/h t tπ= ，如图 4-1

所示。 
 
 
 
 
 
 
由傅里叶变换的理论可知， ( ) /jh t j tπ= 的傅里叶变换是符号函数 sgn( )Ω ，因此希尔伯特

变换器的频率响应 

0
( ) sgn( )

0
j

H j j
j
− Ω >⎧

Ω = − Ω = ⎨ Ω <⎩

，

，
 

若记
( )( ) ( ) jH j H j e ϕ ΩΩ = Ω ，那么 

（3-6） 

0
0

1

1 sin( ) 0
2

NT
i i i

i

b a t dt
T

πω ϕ
=

+ − =∑∫

（3-7） 

1
tπ( )x t  ˆ( )x t  

图 4-1  希尔伯特变换器 

（3-8） 
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( ) 1H jΩ =  

/ 2 0
( )

/ 2 0
π

ϕ
π
− Ω >⎧

Ω = ⎨ Ω <⎩

，

，
 

这就是说，希尔伯特变换器相当于幅频特性为 1 的全通滤波器，信号 ( )x t 通过希尔伯特变换

器后，其负频率成分作 90+ 相移，而正频率成分作 90− 相移。希尔伯特变换器的幅频、相频特

性如图 4-2 所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
设 ˆ( )x t 是 ( )x t 希尔伯特变换，定义信号 ( )x t 的解析信号： 

ˆ( ) ( ) ( )z t x t jx t= +  

对（3-10）两边做傅里叶变换得 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Z j X j jX j X j jH j X jΩ = Ω + Ω = Ω + Ω Ω  

把（3-8）式代入，有 

2 ( ) 0
( )

0 0
X j

Z j
Ω Ω >⎧

Ω = ⎨ Ω <⎩

，

，
 

这样，由希尔伯特变换构成的解析信号只含有正频率成分，且是原信号正频率分量的 2 倍。 

现在，证明两条希尔伯特变换的性质，这些性质在以后的推导中会用到： 

0 0[ cos ] sinH A t A tω ω=  

0 0[ sin ] cosH A t A tω ω= −  

以（3-12）为例，令 0( ) cosx t A tω= ，因为 ( )x t 的傅里叶变换为 

0 0( ) [ ( ) ( )]X j Aπ δ δΩ = Ω +Ω + Ω−Ω  

所以， 

0 0ˆ ( ) [ ( ) ( )]X j A j jπ δ δΩ = Ω +Ω − Ω−Ω  

       0 0[ ( ) ( )]j Aπ δ δ= Ω +Ω − Ω−Ω  

显然， ˆ ( )X jΩ 对应的是正弦信号，即余弦信号 ( )x t 的希尔伯特变换 0ˆ( ) sinx t A tω= 。同样

可以证明，若 0( ) sinx t A tω= ，其希尔伯特变换 0ˆ( ) cosx t A tω= − 。 

0 

1 

Ω Ω  
0 

2
π

2
π

−

( )H jΩ  ( )ϕ Ω

图 4-2  希尔伯特变换器的频率响应 

（3-9） 

（3-11）

（3-10）

（3-12）

（3-13）
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3．4．2  用希尔伯特变换相移电压 

为了由 ( )u t 求出 ( )u t′ ，即把电压信号 ( )u t 相移
2
π

− ，可以使用希尔伯特变换。电压

0
1

( ) sin( )
N

i i i
i

u t a a tω ϕ
=

= + +∑ 可以分为两部分：常数项 0a 和正弦项和正弦项 sin( )i i ia tω ϕ+ 。 

①由希尔伯特变换的定义可知，常数的希尔伯特变换为零； 

②由希尔伯特变换性质（3-13）可知， sin( )i i ia tω ϕ+ 的希尔伯特变换为 cos( )i i ia tω ϕ− + ，

也即 sin( )
2

i i ia t πω ϕ+ − 。 

综上所述， ( )u t 的希尔伯特变换： 

1ˆ( ) ( )u t u t
tπ

= ∗  

  
1

sin( )
2

N

i i i

i

a t πω ϕ
=

= + −∑  

所以，信号的无功功率： 

0

1 ( ) ( )
T

Q u t i t dt
T

′= ∫  

0

1 ˆ( ) ( )
T

u t i t dt
T

= ∫  

由此可见，完全可以通过希尔伯特变换可将电压信号 ( )u t 的各次谐波相移
2
π

− 。 

（3-14） 

（3-15）
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4  无功功率计算的离散化 

4．1  离散的希尔伯特变换 

在实际的测量中，由于大多采用数字计算，所以需要将信号离散化。离散信号是在离散的时

间上定义的信号，因而独立变量取离散值，即把离散信号表示成数字序列。将连续信号变为离散

信号，需要连续信号进行抽样。有 

( ) ( ) ( )s s
n

x nT x t t nTδ
∞

=−∞

= −∑  

我们先讨论离散时间信号的希尔伯特变换。设离散时间信号 ( )x n 的希尔伯特变换是 ˆ( )x n ，

希尔伯特变换的单位抽样响应为 ( )h n ，由连续信号希尔伯特变换的性质及 ( )H jΩ 和 ( )jH e ω
的

关系。我们不难得到： 

0
( )

0
j j

H e
j

ω ω π
π ω

− < <⎧
= ⎨ − < <⎩

， 

， 
 

因此， 

0

0

1 1 1( ) ( )
2 2 2

j j n j n j nh n H e e d je d je d
π πω ω ω ω

π π
ω ω ω

π π π− −
= = −∫ ∫ ∫  

求解上式的积分，可得 

0 2
1 ( 1)( ) 2 2 1

n n m
h n

n n m
n

π
π

=⎧
− − ⎪= = ⎨

= +⎪⎩

，

，
 

其中，m 为整数。所以有 ( )x n 的希尔伯特变换 

2 ( 2 1)ˆ( ) ( ) ( )
2 1m

x n mx n x n h n
mπ

∞

=−∞

− −
= ∗ =

+∑  

需要指出的是，在对 ( )x n 作希尔伯特变换时，m 不可能取到∞。所以，要把 ( )x n 在时间轴

上进行截断，把m 定义为截断长度，于是就产生了截断误差。取的m 越大，截断误差越小；取

的m 越小，截断误差越大（这个问题会在第 6 章中详细说明）。 

除了公式（4-2）中提到的用单位抽样信号卷积的方法来计算 ( )u n 离散的希尔伯特变换，也

可以用离散傅里叶变换（DFT）对 ( )u n 的解析信号序列作变换来求出 ˆ( )u n 。 

DFT 的定义如下： 
1

0
1

0

2( ) ( ) exp( )

1 2( ) ( ) exp( )

N

n
N

k

X k x n j nk
N

x n X k j nk
N N

π

π

−

=

−

=

⎧ = −⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

∑

∑
 

进行离散傅里叶变换对信号的要求是，在时域和频域都应是离散的，且都应是有限长。但

（4-2）

（4-3）

（4-1）
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( )u n 和 ( )U k 都是无限长。由于
2exp( )j nk
N
π

± 相对 n 和 k 都是以 N 为周期的，所以只要保证

( )u n 是以 N 点为周期的，那么 ( )U k 也是以 N 点为周期的。所以，在离散傅里叶变换对中 ( )x n 和

( )X k 分别取 ( )u n 和 ( )U k 的一个周期。即 

( ), 0 1
( )

0
u n n N

x n
n
≤ ≤ −⎧

= ⎨
⎩ 其它

 

，
 

( ) ( )
r

u n x n rN
∞

=−∞

= +∑  

这就等价于用矩形窗将 ( )u n 截取 N 点，然后把这 N 点视为周期序列 ( )u n 的一个周期。也就

是说， ( )u n 是由 ( )x n 作周期延拓所形成的。 

不难发现，求出一点 ( )X k ，需要 N 次复数乘法；求出 N 点 ( )X k ，需要
2N 次复数乘法。

当 N 很大时，其计算量是相当大的。利用快速傅里叶变换（FFT）算法，可以使 N 点 DFT 的计

算量下降为 2log
2
N N 次，该算法会在第 5 章编程中用到。 

利用离散傅里叶变换求 ( )u n 的希尔伯特变换，算法如下： 

①求 ( )x n 的 DFT ( )X k ， 0,1, 1k N= −…, ，其中 , 1
2
Nk N= −…, 对应负数频率。 

②令

( ) 0
( ) 2 ( ) 1, 2, , / 2 1

0 / 2, , 1

X k k
Z k X k k N

k N N

=⎧
⎪= = −⎨
⎪ = −⎩

，

， …

， …

 

③对 ( )Z k 作逆 DFT，即得到 ( )x n 的解析信号 ( )z n 。 

④由 ˆ( ) ( ) ( )Z k X k jX k= + 得 ˆ( ) [ ( ) ( )]x n j z n x n= − − 。 

因为用公式（4-2）去编程并不容易，而且与 DFT 算法相比，它的精度不是很高。所以，在

课题的设计算法中，以及在后面用 MATLAB 编程计算函数的希尔伯特变换的时候，主要应用 DFT

算法来实现。 

4．2  离散无功功率的计算 

由上节中离散时间信号的希尔伯特变换公式（4-2）可知，离散的电压信号经过 90− 相移后，

可写作： 

2 ( 2 1)ˆ( )
2 1m

u n mu n
mπ

∞

=−∞

− −
=

+∑  

所以，电压信号和电流信号的第 i 次谐波分量分别为 

sin( 2 )ˆ ( )
2 1

i i i i i
i

m

a n t m t tu n
m

ω ω ω ϕ∞

=−∞

Δ − Δ − Δ +
=

+∑  

（4-4）

（4-5）

（4-6）
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( ) sin( )i i i ii n b n tω θ= Δ +  

将电压信号第 i 次谐波 ˆ ( )iu n 与电流信号第 i 次谐波 ( )ii n 在一个周期内装入并且相乘，就可以

得到第 i 次谐波的无功功率。然后，再把各次谐波的无功功率相加，便得到了离散化的无功功率： 

1

1 ˆ ( ) ( )
N

i i
i

Q u n i n t
T =

= Δ∑  

由于离散计算时，选取的截断长度和采样频率不同，所以用离散化计算出来的无功功率与理

论上的无功功率存在一定的差距。我们会在下一章中讨论精度的问题。 

（4-7）
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5  相关的 MATLAB 编程 

5．1  计算希尔伯特变换的子程序 yhilbert.m 

为计算无功功率, 应计算 ˆ( )u n ，然后作积分： 

1

1 ˆ ( ) ( )
N

i i
i

Q u n i n t
T =

= Δ∑  

为此应该首先计算出离散电压信号 ( )u n 的希尔伯特变换信号 ˆ( )u n ，基于上述利用 DFT 求解

一个程序的解析信号及希尔伯特变换的理论，利用 MATLAB 语言编写出了扩展函数 yhilbert.m，

其程序如下： 
function hxn=yhilbert(xn) 
%this program is used to compute hilbert 
%zn is analytic sequence of x(n) 
%hxn is hilbert transform of x(n) 
N=length(xn); 
Xk=fft(xn); 
k1=0; 
Zk(k1+1)=Xk(k1+1); 
k2=1:N/2-1; 
Zk(k2+1)=2*Xk(k2+1); 
k3=N/2:N-1; 
Zk(k3+1)=zeros(size(k3)); 
zn=ifft(Zk); 
hxn=-j*(zn-xn); 
需要指出的是，在 yhilbert.m 中，是用 FFT 算法来实现 DFT 的，其函数如下： 

Xf=fft(Xt, N, DIM)  

其中 fft()函数的功能是计算 N 点 Xt 序列的 N 点离散傅立叶变换 Xf。函数 fft()中的 N 可以缺

省，缺省时，将以被变换的序列长度作为默认的 N 值；DIM 则用来确定变换的方向，也可以缺

省，缺省时默认按列作变换。 

在使用这个函数时，需要注意的是，N 一般应该选择为是 2 的幂，否则 fft 算法的运算速度将

下降，而且应该注意 N 不能选取为质数，否则 fft()不再使用快速算法。 

在离散电压或电流信号时，假设采样的间隔时间为 tΔ ，则在一个周期 T (设变量 tc=T) 内离

散的时间小区间数目为 /tc tΔ ，采样点数为 

/ 1np tc t= Δ +  

在作希尔伯特变换时，设截断的时间点为 tq ，为简化计算，不妨假设 tq m tc= ⋅ ，m 是正整

数。则在 tq 内共有 

/ 1 ( 1) 1nq tq t m np= Δ + = ⋅ − +  

个采样点。 

（5-2）

（5-1）

（5-3）
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在用 yhilbert(xn)计算离散的希尔伯特变换时，正半轴的截断时间为 tq ，负半轴截断时间也为

tq 。所以，xn (即电压信号 u) 和 hxn (即 û ) 应该设为2*( 1) 1nq − + 项数组。由于 u(t) 是周期

为 T 的信号，因此在 xn 中，应该每隔 1np − 项重复装入 u(t) 的样点值。即 xn(1), …, xn(np-1) 的

值 与 xn(np), …, xn(2*(np-1))的值相同。 

但是，我们发现，当 xn 的长度选为2*( 1) 1nq − + 项数组的时候，Hilbert 变换的子程序会发

生错误，MATLAB 的命令窗口显示： 

“??? Subscript indices must either be real positive integers or logicals. 
Error in ==> yhilbert at 22 

Zk(k3+1)=zeros(size(k3))” 

也就是说，Zk(k3+1)中的参数 k3+1 必须为整数。而因为 N= 2*( 1) 1nq − + 为奇数，所以，

k3=N/2:N-1 不满足整数的条件。我们需要对采样过程做如下改进： 
 

tΔ       正半轴第 3 个采样点 

 

 

           0      1      2      3     

 

                           正半轴第一个采样点   正半轴第 2 个采样点 

                          

                                      正半轴共有 /tc tΔ 个小区间, /tc tΔ 个采样点  
 

 
将采样点取在 tΔ 的中间点上，如图 5-1 所示，一个周期 tc 内总共的采样点数为 

/np tc t= Δ  

这样，正半轴的采样点数总共为 nq 个，而负半轴的采样点数也为 nq 个，其中 
nq m np= ⋅  

因此，在用 yhilbert(xn)计算离散的希尔伯特变换时，xn 和 hxn 的长度变为为2*nq 项数组，

满足偶数的条件，即满足 k3+1 取整数的条件。并且在 xn 中，每隔np 项重复装入 u(t) 的样点值，

即 xn(1), …, xn(np) 的值与 xn(np+1), …, xn(2*np)的值相同。 

综上所述，由于 ( )u t 是包含了有限谐波成份的信号，因此理论上必定是一个无限的序列，且

它分布在时间轴 0 点的两侧。在作数字计算时，必须对无穷伸展的连续信号截断和抽样，而据前

面分析，抽样后数字化的 ( )u t 序列又应该是 2 的倍数。为了满足这些要求，可以使用以下抽样方

法： 

①将信号以时间轴的零点为对称作截断； 

②将截断的正负半轴部分分别等分成 n 份，n 是正整数； 

③在每个等分区间的中点抽样，并按下述方式装入数组 ( )u n 中： 

a．正半轴：第 1 个抽样点装入或 ( 1)u nq + ，第 2 个抽样点装入或 ( 2)u nq + ，…… 

图 5-1  采样间隔的划分和采样点的选取 

（5-5）

（5-4）
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b．负半轴：第 -1 个抽样点装入或 ( )u nq ，第-2 个抽样点装入或 ( 1)u nq − ，…… 

这样，就可以由子程序 yhilbert(xn)计算出 ( )u n 的希尔伯特变换 ˆ( )u n 。 

5．2  计算单次谐波无功功率的子程序 calq.m 

令 f 为信号频率， delta 为采样间隔，ix 为谐波的次数，a 为电压幅度，b 为电流幅度，phi

为电压初相位，sita 为电流初相位，us 为用 yhilbert(xn)计算得到的离散电压信号 ( )u n 的希尔伯特

变换 ˆ( )u n （在 hxn 中截取 1 到 np 项装入 us 即可）；is 为离散的电流信号 i(n)。则程序如下： 

%this program is used to compute the reactive power of a single harmonic 
function q=calq(an,ix) 
format long  %双精度数显示小数点后 15 位 

global np;  %定义全局变量 
global nq; 
global f; 
global delta; 
global xun; 
global us; 
global is; 
global tc; 
s1=strcat(int2str(ix),'次谐波电压幅度 a=');  
a=input(s1) 
s2=strcat(int2str(ix),'次谐波电流幅度 b=');  
b=input(s2) 
s3=strcat(int2str(ix),'次谐波电压初相位 phi=');  
phi=input(s3) 
s4=strcat(int2str(ix),'次谐波电流初相位 sita=');  
sita=input(s4) 
xn=zeros(1,2*nq); 
for jx=1:2*nq 
    xun(an,jx)=a*sin(2*pi*ix*f*jx*delta+phi);  %us 的表达式 
    xn(jx)=xun(an,jx); 
end 
hxn=yhilbert(xn);  %调用函数 yhilbert(xn) 
for jx=1:np 
    us(an,jx)=real(hxn(jx));  %把希尔伯特变换后的 hxn 的前 np 项送入 us 

    is(an,jx)=b*sin(2*pi*ix*f*jx*delta+sita);  %is 的表达式 
end 
sum=0; 
for jx=1:np 
    sum=sum+us(an,jx)*is(an,jx)*delta;  %离散求和 
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end 
q=sum/tc; 

5．3  计算多次谐波无功功率的总程序 dhf.m 

利用上面两个子程序，很容易设计一个实验程序，把各次谐波无功功率相加，得到总的无功

功率： 
%this program is used to compute the reactive power of the original signal 
clear 
format long 
global np; 
global nq; 
global f; 
global delta; 
global xun; 
global us; 
global is; 
global tc; 
ix=[1 2 3 4 5];  %ix 为谐波次数，也可取不连续的正整数 
len=length(ix); 
f=input('信号基波频率 f=') 

delta=input('采样间隔 delta=') 
tc=1/f; 
np=round(tc/delta);  %对采样次数 np 取整 

m=2;  %截断长度在正负半轴各取个 m 周期，m 可取不同值 
nq=m*np; 
xun=zeros(len,2*nq); 
us=zeros(len,np); 
is=zeros(len,np); 
q=0; 
for a=1:len 
    q=q+calq(a,ix(a));  %各次谐波无功功率相加 
end 
q  %屏幕上显示无功功率值 
usx=zeros(1,np); 
figure(1); 
n=1:np; 
for ax=1:len 
    for bx=1:np 
        usx(bx)=xun(ax,bx); 
    end 
    plot(n,usx,'b');  %把 us 各次谐波波形画在一张图上 
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    hold on; 
end 
s=axis; 
axis([s(1) s(2) s(3)*1.2 s(4)*1.2]); 
xlabel('抽样数 n  单位：无'); 

ylabel('电压值 u(n)  单位：伏特'); 
hold off; 
isx=zeros(1,np); 
figure(2); 
for ax=1:len 
    for bx=1:np 
        isx(bx)=is(ax,bx); 
    end 
    plot(n,isx,'r');  %把 is 各次谐波波形画在一张图上 
    hold on; 
end 
s=axis; 
axis([s(1) s(2) s(3)*1.2 s(4)*1.2]); 
xlabel('抽样数 n  单位：无'); 

ylabel('电流值 i(n)  单位：安培'); 
hold off; 
需要说明的是，在输入采样间隔 delta 时，一定要满足奈奎斯特抽样定理，即采样频率 1/delta

一定要大于信号的频率 f 的 2 倍，在一个周期内至少抽样两次。这样，才能使频谱在重复的过程

中不产生失真，否则计算结果将不正确。 
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6  测量结果分析 

6．1  验证算法可以应用于实际计算 

首先，设信号只包含一个谐波成份，即 

( ) sin( )u t a tω ϕ= +  

( ) sin( )i t b tω θ= +  

则理论上的信号无功功率为 

1 sin( )
2

Q ab ϕ θ= −  

为了验证算法的正确性，我们分别设三组电压和电流信号，取不同的 , , , ,a b ϕ θ ω值，利用

dhf.m 和 yhilbert.m、calq.m 计算信号的无功功率后，再与理论值比较： 

（1） ( ) sin(2 )u t tπ= 和 ( ) sin(2 0.2)i t tπ= +  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
通过运行程序，我们得到无功功率的算法计算值Q′= -0.099 334 665 397 53，而无功功率的

理论值 0.5 1 1 sin(0 0.2)Q = × × × − = -0.099 334 665 397 53，二者完全相同。 

（2） ( ) 2sin(20 0.8)u t tπ= + 和 ( ) 3sin(20 0.3)i t tπ= +  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
通过运行程序，我们得到无功功率的算法计算值算Q′= 1.438 276 615 812 61，而无功功率的

（6-1）

图 6-1  第一组电压 ( )u t 和电流 ( )i t 的波形 

（6-2）

图 6-2  第二组电压 ( )u t 和电流 ( )i t 的波形 
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理论值 0.5 2 3 sin(0.8 0.3)Q = × × × − = 1.438 276 615 812 61，二者完全相同。 

（3） ( ) 10sin(100 0.2)u t tπ= + 和 ( ) 5sin(100 1.0)i t tπ= +  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
通过运行程序，我们得到无功功率的算法计算值Q′= -17.933 902 272 488 07，而无功功率的

理论值 0.5 10 5 sin(0.2 1.0)Q = × × × − = -17.933 902 272 488 07，二者完全相同。 

综上所述，我们可以得到表 6-1： 
 
 

 信号 1 信号 2 信号 3 

电压幅度 a  1 2 10 

电流幅度b  1 3 5 

电压初相位ϕ  1 0.8 0.2 

电流初相位θ  0.2 0.3 1.0 

角频率ω  2π  20π  100π  

理论无功功Q  -0.099 334 665 397 53 1.438 276 615 812 61 -17.933 902 272 488 07

算法计算值Q′  -0.099 334 665 397 53 1.438 276 615 812 61 -17.933 902 272 488 07

 
然后，设信号包含 N 个谐波成份，即 

1
( ) sin( )

N

i i i
i

u t a tω ϕ
=

= +∑  

1
( ) sin( )

N

i i i
i

i t b tω θ
=

= +∑  

则理论上的信号无功功率为 

1

1 sin( )
2

N

i i i i
i

Q a b ϕ θ
=

= −∑  

图 6-3  第三组电压 ( )u t 和电流 ( )i t 的波形 

表 6-1  一次谐波的理论值与算法值比较 

（6-3）

（6-4）
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为了验证算法的正确性，我们分别设三组包含若干个谐波的电压和电流信号，取不同的谐波

次数，利用 dhf.m 和 yhilbert.m、calq.m 计算信号的无功功率后，再与理论值比较： 

(1) ( ) sin(2 ) sin(4 )u t t tπ π= + 和 ( ) sin(2 0.2) sin(4 0.4)i t t tπ π= + + +  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
通过运行程序，我们得到无功功率的算法计算值Q′= -0.294 043 836 551 86，而无功功率的

理论值 0.5 1 1 sin(0 0.2) 0.5 1 1 sin(0 0.4)Q = × × × − + × × × − = -0.294 043 836 551 86，二者完全相

同。 
 

 

 
（2） ( ) 4sin(20 ) 2sin(40 ) sin(80 )u t t t tπ π π= + + 和 ( ) 4sin(20 0.8) 2sin(40i t t tπ π= + +  

0.4) sin(80 0.2)tπ+ + +  

 
 
 

 
 
 
 

 1 次谐波 2 次谐波 

电压幅度 a  1 1 

电流幅度b  1 1 

电压初相位ϕ  0 0 

电流初相位θ  0.2 0.4 

角频率ω  2π  4π  

理论无功功Q  -0.294 043 836 551 86 

算法计算值Q′  -0.294 043 836 551 86 

图 6-4  包含二次谐波的电压 ( )u t 和电流 ( )i t 的波形 

表 6-2  包含二次谐波的理论值与算法值比较 
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通过运行程序，我们得到无功功率的算法计算值Q′= -6.617 020 077 211 01， 而无功功率的

理论值 0.5 4 4 sin(0 0.8) 0.5 2 2 sin(0 0.4) 0.5 1 1 sin(0 0.2)Q = × × × − + × × × − + × × × − = -6.617 

020 077 211 01，二者完全相同。 
 
 

 1 次谐波 2 次谐波 4 次谐波 

电压幅度 a  4 2 1 

电流幅度b  4 2 1 

电压初相位ϕ  0 0 0 

电流初相位θ  0.8 0.4 0.2 

角频率ω  20π  40π  80π  

理论无功功Q  -6.617 020 077 211 01 

算法计算值Q′  -6.617 020 077 211 01 

 
（3） ( ) 8sin(20 1.0) 4sin(40 0.8) 2sin(60 0.6) sin(80 0.4) 0.5sinu t t t t tπ π π π= + + + + + + + +  

(100 0.2)tπ + 和 ( ) 8sin(20 ) 4sin(40 ) 2sin(60 ) sin(80 ) 0.5sin(100 )i t t t t t tπ π π π π= + + + +  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
通过运行程序，我们得到无功功率的算法计算值Q′= 34.014 748 025 342 61，而无功功率的

理论值 0.5 8 8 sin(1.0 0) 0.5 4 4 sin(0.8 0) 0.5 2 2 sin(0.6 0)Q = × × × − + × × × − + × × × −  

0.5 1 1 sin(0.4 0) 0.5 0.5 0.5 sin(0.2 0)+ × × × − + × × × − = 34.014 748 025 342 65，二者几乎完全相

同。 

图 6-5  包含三次谐波的电压 ( )u t 和电流 ( )i t 的波形 

表 6-3  包含三次谐波的理论值与算法值比较 

图 6-6  包含五次谐波的电压 ( )u t 和电流 ( )i t 的波形 



 
 

 
 

 

共 29 页   第 25 页 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 
┊ 

┊ 

装 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

订 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

线 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

 
 

 1 次谐波 2 次谐波 3 次谐波 4 次谐波 5 次谐波 

电压幅度a  8 4 2 1 0.5 

电流幅度b  8 4 2 1 0.5 

电压初相位ϕ  1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 

电流初相位θ  0 0 0 0 0 

角频率ω  20π  40π  60π  80π  100π  

理论无功功Q  34.014 748 025 342 61 

算法计算值Q′  34.014 748 025 342 65 

 
由此可见，无论是一次谐波还是多次谐波的情况下，无功功率的算法计算值Q′与无功功率

的理论值Q几乎完全相同。所以，该实验程序可以应用于实际的无功功率测量中。 

6．2  精度分析 

下面，我们分析希尔伯特变换时的截断长度对计算结果的影响。由于第 5 章中的子程序

yhilbert.m 和 MATLAB 自带的希尔伯特变换函数 hilbert(x)都是利用 FFT 算法来实现的，所以 m

取不同的值不会对计算结果产生影响。于是我们要把第 5 章程序中的 yhilbert.m 子程序用卷积函

数 conv(x,y)替换。 

以一次谐波 ( ) sin(2 0.2)u t tπ= + 和 ( ) sin(2 )i t tπ= 为例，程序如下： 

%this program is used to analyze the section process 
format long; 
f=1;  
tc=1/f;  
delta=0.001;  
a=1;  
b=1;  
phi=0.2;    
sita=0;   
np=tc/delta;   
m=16; 
nq=m*np;  
q=0; 
n1=1:2*nq; 
xn=zeros(1,2*nq); 
xt=zeros(1,2*nq); 
xn((nq+1):2*nq)=a*sin(2*pi*f*(n1(1:nq)-0.5)*delta+phi); 
xn(1:nq)=a*sin(2*pi*f*(n1(1:nq)-nq-0.5)*delta+phi); 

表 6-4  包含五次谐波的理论值与算法值比较 



 
 

 
 

 

共 29 页   第 26 页 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 
┊ 

┊ 

装 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

订 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

线 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

xt((nq+1):2*nq)=1./(pi*(n1(1:nq)-0.5)*delta); 
xt(1:nq)=1./(pi*(n1(1:nq)-nq-0.5)*delta); 
us=conv(xn,xt)*delta; 
n2=1:np; 
is=b*sin(2*pi*f*n2*delta+sita); 
for j=1:np 
    q=q+us(j+2*nq)*is(j)*delta; 
end 
q=q/tc 
通过运行程序，分别代入 m=1,2,4,8,16，得到无功功率的算法计算值Q′，而无功功率的理论

值 0.5 1 1 sin(0.2 0)Q = × × × − = 0.099 334 665 397 53。分别将Q′与Q作比较，得到 m 取不同值

时的截断误差。 
 

 
截断长度 m 理论值Q  计算值Q′  截断误差 

1 0.099 334 665 397 53 0.054 475 932 352 17 45.159% 

2 0.099 334 665 397 53 0.092 299 740 980 86 7.082% 

4 0.099 334 665 397 53 0.097 181 631 772 44 2.167% 

8 0.099 334 665 397 53 0.098 502 969 783 80 0.837% 

16 0.099 334 665 397 53 0.098 971 759 390 03 0.365% 

 
从表 6-5 中可以看出，当 m=1 时，截断误差很大；当 m=8 时，截断误差小于百分之一，可

以用于近似的计算。 

表 6-5  截断长度引起的误差分析 



 
 

 
 

 

共 29 页   第 27 页 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 
┊ 

┊ 

装 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

订 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

线 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

┊ 

7  结论与展望 

通过分析非正弦信号的无功功率，阐述了现实生活中广泛存在的周期非正弦信号的功率的计

算方法，推导出了功率的计算表达式和 MATLAB 算法，当中用到了电工原理、信号系统以及数

字信号处理等课程的诸多理论。对于 MATLAB 编程，可以用来计算含有有限次谐波的周期非正

弦信号的无功功率。实验结果及数据分析表明，该程序可以在实际工程中应用，并且具有很高的

精度。 

对信号功率的研究，已有很多年的历史，在理论和应用方面取得了很大的成就。随着研究的

不断深入和与各相关学科的交叉与融合，它必将在理论上日臻完善，在应用上日趋广泛。 
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